KOMBINATORIKA

Kombinatorika se zabyva vytvarenim skupin o urcitém poctu prvkud k vybiranych z mnozZzin o n
prvcich a uréovanim poctu téchto skupin.
PFi tomto vyhledavani skupin prvkl jde o tyto odliSnosti:

e ve skupiné prvkl na jejich poradi bud' zalezi, nebo nezalezi

e ve skupiné prvkl se prvky budou opakovat nebo nebudou

Zakladni pravidla kombinatoriky

Kombinatorické pravidlo souctu: Jsou-li Ay, A;....A, konecné mnoziny, které maji po fadé
P1, P2, ---,Pn Prvkad, a jsou-li kazdé dvé mnoziny disjunktivni, pak pocet prvkd mnozZiny
ATUA UL UA, jeroven py+ ps + ...+pn.

Konec¢né mnoZiny = A; ma p1 prvkl, A, ma p2 prvka, atd.
Disjunktivnost = nemaji zadné spolecné prvky
U = sjednoceni.

Kombinatorické pravidlo soucinu: Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze
vybrat ny, zpUsoby, druhy ¢len po vybéru prvniho n, zplsoby atd. az k-ty ¢len po vybéru

vSech predchazejicich ¢lenl ng zplsoby, je roven ny* ny*..* ny.

PFi vypoctech kombinatorickych uloh se vyuziva n! — faktorial. A je definovan takto:
n!=n(n-1)*(n-2)*.....¥5%4*3*2%*]

5! =5%4*3%2*1 =120

. v 4. e ny . . . v,
Pro zjednoduseni zapist byl zaveden symbol (k)' ¢teme n nad k, nazyvdme kombinacni

cislo.
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Variace bez opakovani

kclena variace z n prvk je usporadana ktice sestavenad z téchto prvki tak, Ze kazdy prvek se
v ni vyskytuje nejvyse jednou (na poradi prvkd ktice tedy zaleZi). Pocet vSech kélennych
variaci oznacujme Vi(n).

Vi(n) = n*(n-1)*(n-2)*....*¥(n-k + 1)

Vi(n) = ﬁ

Priklady na variace bez opakovani

Vybor sportovniho klubu tvofi 6 muzi a 4 Zeny. Urci:

a) kolika zpuisoby z nich lze vybrat predsedu, mistopfedsedu, jednatele a hospodafe,

b) kolika zpiisoby z nich lze vybrat funkcionare podle a) tak, aby ve funkci predsedy byl muz

a ve funkci mistopfedsedy Zena nebo obracengé,

¢) kolika zptisoby z nich lze vybrat funkcionafe podle a) tak, aby pravé jednim z nich byla zena.

100

a) p=V,(10) e 10-9-8-7=5040 Méme k dispozici 10 lidi, z nichz
L ) aw. chceme vybrat &tvefici,
Funkcionate lze vybrat 5 040 zpusoby. . o
b) P M J H sk P M 7 H ve které zalezi na poradi.
S — ——
muz zena kdokoliv zena muZ  kdokoliv
p, =V, (6)'V|(4)'V2(8) nebo  p, =V, (4)V, (6)-V,(8)
6! 4! 8!
. _’: e i L g - ,4, D :26
p=p + 0, 25! = 2:-6:4-8-7 88
Funkcionafe Ize za danych podminek vybrat 2 688 zpusoby.
© p M J H P M J H
L] - L &
kterakoliv trojice muzi, kterakoliv Zena

zalezi na poradi

kterakoliv Zena

P M J H P M o H
7 V
kterakoliv Zena kterakoliv Zzena
Ao

!
31 3!
Funkcionafe 1ze za dané podminky vybrat 1 920 zplisoby.



UrCi, kolika zpasoby lze sestavit rozvrh na jeden den pro tfidu, v niz se vyuuje 12 predmeétiim a kazdému
nejvyse hodinu denné, ma-li se skladat ze Sesti predmétu. V kolika z nich se vyskytuje dany predmét
a v kolika z nich je tento pfedmeét zafazen na 1. vyucovaci hodinu?

2! Vybirame 6 pfedmétl ze 12 pfedmatl 4 zdleZi na pofadi,
by =V(12) =" =12:11:10-9-8.7 = 665 280 e il e
P, =6V, (I i) = 612 =6-11-10-9.8-7 =332 640 Gany predmet mize byt v Sesti riznych nodinach,
6! k nému vybirdme daidich 5 pfedmétl z 11 zoylyeh,
11! z
p; =V, (11)= 1 =11-10-9-8-7=355440 Yybirame jen péici nasledujicich pfedmétd

po 1. vyugovaci hodiné z 11 zbylych predméatd.

Permutace bez opakovani

Permutace zn prvkl je usporadana ntice ztéchto prvk(. To znamena, Ze do skupiny
vybereme vSech n prvkd a jejich poradi zaménujeme. Pocet vSech permutaci oznacujeme
P(n).

P(n) = n!

Priklady na permutace bez opakovani

Ur¢i, kolika zpiisoby se v Sestimistné lavici mize posadit 6 chlapci, jestlize:

a) dva chtéji sedet vedle sebe, b) dva chtéji sedét vedle sebe a tfeti na kraji.
a) Dvojici bereme jako jeden prvek,

Chlapci mohou sedét A vedle B, nebo B vedle A.

p=2-P(5)=2-120 =240

Chlapci se mohou posadit 240 zpiisoby.

b) C
p, =2-P(4)
C
E
c i
p=4-P(4)=96

Chlapci se mohou posadit 96 zpiisoby.



S pripominkami k navrhovanému zékonu chce v parlamenté vystoupit Sest poslanci 4, B, C, D, E, F.
Ur¢i pocet:  a) vSech mozZnych poradi jejich vystoupeni,

b) vsech poradi, v nichZ vystupuje 4 po E,

¢) viech poradi, v nichZ vystupuje 4 ihned po E.

a) p=P(6)=6!=720
Pocet vSech moznych poradi vystoupeni je 720.

b) E A

E A
E 4 E 4 p, =3-P(4)
F - L] /.1 L L] pl :S.P(4) L - E‘ Ll L] 1?
3 A
E A E 4
p, =2 P(4)
E A
A
E A
> p, =4-P(4)
£ 4 - R
E A
L] L] L] L] L] L] J

p=py+p; +ps+p,+0s =15<P(4)=IS'24 =360

Pocet vSech poradi vystoupeni, v nichZ vystupuje A po £, je 360.

¢c)p= P(S) =51=120 Skupinu £4 povazujeme za jeden prvek.
Pocet vSech poradi vystoupeni, v nichzZ vystupuje A ihned po E, je 120.

Kombinace bez opakovani

kélenna kombinace z n prvka je neusporadana ktice sestavena z téchto prvkud tak, Ze kazdy
se v ni vyskytuje nejvyse jednou. To znamena, zZe na poradi prvkd ve skupiné nezélezi. Pocet
vsech kélennych kombinaci oznacujeme Ci(n).

!
G = (3) = k! (nn— K)!



Priklady na kombinace bez opakovani

Urci, kolika zplisoby lze na §achovnici (8 x 8 poli) vybrat:
a) trojici poli, b) trojici poli nelezicich v témze sloupci,
¢) trojici poli neleZicich v témze sloupci ani v téze fade, d) trojici poli, ktera jsou nestejné barvy.

=41664 Vybirdme 3 policka ze 64, nezalezi na pofadi.

64) 641  64-63-62
a)p=C3(64)=[ ]— =

i) 36l - 32

Trojici policek lze vybrat 41 664 zpiisoby.

8!
b) p=C,(64)-8-C,(8)= ( 3 ] “S'E =41216 Od viech trojic odedteme ty, které lezi ve stejném sloupci.
Trojici policek neleZicich v jednom sloupci lze vybrat 41 216 zptsoby.
c)2-8. {8] Urgime pocet trojic policek lezicich v témize sloupci nebo fade.
3
. (64} _lé(SJ =40 768 Od vsech trojic odeéteme ty, kieré lezi v témze
3 3 sloupci & v téze fadé.
Trojici policek neleZicich v jednom sloupci ani jedné radé lze vybrat 40 768 zplsoby.
32 32
) 2 i I Uréime pocet trojic, které maji jedno pole bilé a dvé cerna.
32 32 32 i ; - W W—

p=2- 5 g 1 =64 5 =31 744 Pocel trojic, které maji dvé pole bila a jedno ¢erné, je stejny.

Trojici policek, ktera jsou nestejné barvy lze vybrat 31 744 zpisoby.

Ur¢i, kolika zplsoby je mozno ze 7 muzl a 4 Zen vybrat Sesti¢lennou skupinu, v niZ jsou:

a) pravé dvé Zeny, b) alespon dvé Zeny.
&Y (7 41 7

a)p= . =————=210 Ke dvéma Zenam vybereme Gtyfi ze sedmi.
2)\4 2121 41.3!

Skupinu se dvéma Zenami lze vybrat 210 zplsoby.

) pim 4 ‘ 7 s 4 _ 7 3 4 ‘ 7 _a71 Alespof dvé zeny znamenz:i: bud pravée
2)\4 3)\3 4 2 dvé nebo pravé tfi nebo pravé étyfi zeny.

Skupinu s nejméné dvéma Zenami lze vybrat 371 zplisoby.

Variace s opakovanim

kclena variace s opakovanim z n prvki je usporadana ktice sestavena z téchto prvki tak, Zze
kazdy prvek se v ni vyskytuje nejvyse kkrat. Pocet vSech k¢lennych variaci s opakovanim
oznacujme V'i(n).

V'i(n) =n“



Priklady na variace s opakovanim

Statni poznavaci znacka v néjakém staté je tvorena usporadanou sedmici, jejiz prvni tfi ¢leny jsou
pismena vybirana z 28 pismen a dalsi 4 Cislice. Urci, kolik poznavacich znacek je ve staté k dispozici.

p=V;(28)-¥,(10)=28-10* = 219520000

Ve staté je k dispozici 219 520 000 znacek.

Ur¢i pocet viech pfirozenych ¢isel menSich nez 1 000 000,
ktera lze zapsat dekadicky pouze uzitim ¢islic 5 a 8.

Ki(2)=0" =2 Poget jednocifernych éisel.
Vi(2)=2" =4 Pocet dvojcifernych éisel.
Vi(Z)=2" =§ Poet trojcifernych &isel.
Vi(2)=2" =16 Podet étyfcifernych &isel.
Vi (2)=2 =32 Pocet péticifernych Gisel.
Vi(2)=2° =64 Poéet Sesticifernych Gisel.

p=64+32+16+84+4+2=126

Hledanych cisel je 126.

Permutace s opakovanim

kélenna permutace s opakovanim z n prvku je usporadana ktice z téchto prvk( tak, Ze kazdy
se v ni vyskytuje alespon jednou. Pocet vSech permutaci s opakovanim z n prvkd, v nichz se
jednotlivé prvky opakuji k;krat, kokrat, ... kokrat, se oznacuje P’(ky, ks...ky).

(kq+ky+-+ky)!
kqlxky!x..xky,

P’(ks, ka...ky) =



Priklady na permutace s opakovanim

Uréi pocet zpusobty, jimiz lze umistit vSechny bifé Sachové
figurky (kral, dama, 2 véze, 2 jezdei, 2 stielci, & pésci);

a) na dvé pevné zvolené fady §achovnice (8 x 8 poli), ) na libovolné dvé fady §achovnice.
16!
2) p=P'(8,2,2,2,1,1) zgr—ﬂ%_i =64 864 300 Dvé pevné zvolené fady maji 16 pali.
8
b) 2 Potet zplscbt, fak ize vybrat 2 fady.
Na kaZdé z téchto dvou fad
b= [i]_P,(& 2,2,2.1,1 ) =1816 214 400 mame rozmistit 16 figur,

Bilé figurky lze na dvé pevné zvolené fady umistit 64 864 800 zplsoby
a na dvé libovolne fady 1 816 214 400 zpisoby.

Uréi pocet vech péticifernych prirozenych ¢isel, jez [ze sestavit z cifer 5 a 7, ma-fi v kazdém z nich byt

cislice 5: a) pravé tiikrart, b) nejvyse tiikrat, c) aspon tfikat.
i 5t
a) p=P(3 2) = ﬁ =10 Potet péticifernyeh &isel z cifer 5, 5,5, 7, 7.
i 5t
b) o, =P(0.5)= = =1 Pocet péticiternych &isel z cifer 7, 7,7, 7. 7.
i 5! S ——— .
p, =P'(1.4)= — =5 Polet péticifernych disel z cifer 5,7, 7,7, 7.
; 5! o .
, =PU2,3)= T =10 Potet péticiternych &iset z cifer 5, 5,7, 7, 7.
=P (? 2) M pr =10 Poéet péticifernych disel z cifer 5,5, 5, 7, 7.
P=p +py+pytp, =26
51
ap =2 (3 2) = “3_1_2"1 =10 Pocet péticiternych Giset z cifer 5, 5,5, 7, 7.
'| -
Py = P’(4, 1} - ﬁ =5 Poéet péticifernych cisel z cifer 5,5, 5,5, 7, 7.
Sf
= PS5 A) = o =] Podet péticifernych &lsef z cifer 5, 5, 5, 5, 5.

p=p +py+p; =16

Hledanych péticifernych &isel, ve kterych fe ¢islice 5 tfikrat, je 10.
Hledanych péticifernych Cisel, ve kterych je cislice 5 nejvyse tiikrat, je 26.
Hledanych péticifernych ¢isel, ve kterych je €islice 5 alespon tfikrat, je 16.



Kombinace s opakovanim

kélenna kombinace s opakovanim z n prvki je neusporadana ktice sestavena z téchto prvku
tak, Ze kazdy se v ni vyskytuje nejvyse kkrat. Pocet vSech kélennych kombinaci s opakovanim
oznacujeme C’ g(n).

n+k—1)

cum=(""

Pfiklady na kombinace s opakovanim

Ur¢i pocCet kvadr, jejichz velikosti hran jsou prirozena ¢isla nejvyse rovna deseti.
Ur¢i, kolik je v tomto poctu krychli.

12 | 11
C;(IO):—( ):ig;:w=220
3 3191 342

10Y 10!
C!(10) = =—— =10
| HR2 (1) 119!

Pocet vSech kvadri je 220, poéet krychli je 10.

V sacku jsou Cervené, modré a zelené kulicky. Kulicky téZe barvy jsou nerozlisitelngé.
Uréi, kolika zplisoby lze vybrat 5 kulicek, jestlize v sacku je:
a) alespon 5 kuli¢ek od kazdé barvy, b) 5 ¢ervenych, 4 modré a 4 zelené.

V pétici kulicek, které vybirame, nezalezi na pofadi a barvy se v ni mohou
opakovat. Jde tedy o 5Clenné kembinace s opakovanim ze 1ff prvku.
)C2(3) 7 | Je mozné utvofit véechny mozné pétice, protaze kuliGek
a L = = —=
i 5 52 od kazdé barvy je dostatecné mnozstvi,
Pét kulicek Ize vybrat 21 zplisoby,
b)CL(3)-2=19 Nelze vybrat p&t modrych ani pét zelenych kulicek.

. » - Ostatni vybéry provést 1ze.
Pét kulicek 1ze vybrat 19 zplisoby.



Binomicka véta
Pro vSechna a,b e Ran &N plati:

(a+b)" = (g) a™ + ('11) a™1pl + ('2') a™ 2p% + - + (z) b™

Tento z4pis nazyvame rozvojem vyrazu (a + b)".
Vypotitejte ( x> +y)°

02+ = Q) a5+ () ety + (0) ey + (3) ey + () eyt

+ (g) y5 = x10 + 5x8y + 10x6y? + 10x*y3 + 5x%y* + y°



Pascallv trojuhelnik

Usporaddme binomické koeficienty mocnin dvojélent (a + b)" pron =1, 2, 3, 4,...do
nasledujiciho schématu:

pron =0
pron =1
pron =2
pron =13
pron=4
pron =15

Vycislime je a dostaneme nasledujici schéma:

1 pron=20

1 1 pron=1

I 2 l pron=2

1 3 3 1 pron=3

pron=4

1 pron =35

Toto trojuhelnikové schéma se nazyva PASCALUV TROJUHELNIK. Na ramenech
trojuhelniku jsou v jednotlivych fadcich cisla 1, ostatni Cisla v fadcich dostaneme vidy jako
soucty Cisel v fadku nad nimi tésné vlevo a vpravo (napf.6=3+3,10=4 + 6).



