KOMBINATORIKA
(4.ro¢nik L.pololeti DE, 2.ro¢nik I.pololeti NS)

Kombinatorika je ¢ast matematiky, zabyvajici se usporadavanim danych prvka
podle jistych pravidel do urcitych skupin a vypoctem mnozstvi téchto skupin.

Tato ¢ast matematiky se zaCala rozvijet zejména v 17. a 18. stoleti a souvisela
s urCovanim vyhry v riznych hazardnich hrach.

Soucasna kombinatorika fesi pomaha tesit fadu problémut napt.sestavovani
jizdnich tadu, rozvrht, plant, optimalizace technologickych procesti, ekonomicka
feSeni apod.

Podle typu k-tic hovofime o VARIACICH, PERMUTACICH a
KOMBINACICH. Ty dale délime podle toho, zda se prvky mohou nebo nemohou v
k-ticich opakovat, na VARIACE, PERMUTACE a KOMBINACE s opakovanim
nebo bez opakovani. Pfevazna ¢ast uloh, které budeme v hodinach fesit ( z Casovych
davodi ), je bez opakovani. Definice uvedené dale jsou taktéz pro VARIACE,
PERMUTACE a KOMBINACE bez opakovani.

Definice a vypocty pro VARIACE, PERMUTACE a KOMBINACE s
opakovanim naleznete v jakékoliv stfedoskolské ucebnici nebo na nize uvedenych
www strankach.

Chcete-li si kombinatoriku vice procvicit nebo 1épe pochopit, doporucuji tyto stranky:

http://carolina.mff.cuni.cz/~jana/kombinatorika/




Zakladni pravidla kombinatoriky

Tato pravidla ndm pomohou velmi rychle vytesit fadu zékladnich kombinatorickych
uloh. Definice jsou na prvni pohled slozité, ale po bliz§im prozkoumdni byste méli
zjistit, ze tomu tak neni.

Kombinatorické pravidlo souctu:

Jsou-li Ay, Ay, ...... A, kone¢né mnoziny s pi, p2, -..-Pn Prvky a jsou-li kazdé dvé
disjunktni, pak mnozina A, UA, U.....UA, ma p;: p2+ ....+pn prvka.

Definici si vysvétlime a potom ukazeme na konkrétnim piikladu.

Jsou-li Aq, Ay, ...... A, kone¢né mnoziny------- kone¢na mnoZina je mnozina
obsahujici kone¢ny pocet prvk.

kone¢né mnoziny s py, p2, «...pn prvky---------- Aj map; prvki, A, ma p; prvki atd.

a jsou-li kazdé dvé disjunktni disjunktni znamena, ze prinik téchto
dvou mnozin je prazdna mnozina. Tyto mnoziny tedy nemaji spole¢né zadné prvky.

pak mnozina A, UA, U.....UA - to je zapis pro sjednoceni mnozin

ma pi+ P2+ «...+pn prvki mnozina vznikla sjednocenim vSech
mnozin ma pocet prvki pl+ p2+ ....+pn

Kolik ptirozenych ¢isel menSich nez 200 konc¢i trojkou?
Priklad se dé vyftesit samozfejme i jinak, ja vSak na ném chci demonstrovat pravidlo
souctu, proto postupuji takto:

Oznacim jako Ay mnozinu vSech jednocifernych ¢isel, ktera kon¢i trojkou,
jako A; ozna¢im mnozinu vSech dvoucifernych ¢isel koncicich trojkou a jako Aj
mnozinu vSech trojcifernych ¢isel mensich nez 200 koncicich trojkou.

A
A, = {13;23;33;43;53;63;73;83;93} .....mnozina A, obsahuje 9 prvki, proto p,=9
A, = {103;1 13;123;133;143;153;163;173;183;193} ....A; obsahuje 10 prvki, p;=10

—~—

3} ,,,,,,,,,,,,, mnozina A, obsahuje pouze jeden prvek, trojku, proto p;=1

Mnoziny jsou disjunktni, nemohou obsahovat stejné prvky, protoze ¢islo nemize byt
soucasn¢ jednociferné a dvouciferné nebo trojciferné.

Provedeme-li nyni sjednoceni téchto tfi mnozin, vysledna mnozina musi obsahovat
pi1T p2t p3 prvki, cozje 1 +9 + 10 =20 a to je i FeSeni tlohy. To je pocCet v§ech
¢isel menSich nez 200 koncicich trojkou.

rozdélime celek na disjunktni mnoziny, jejichZ pocet prvki
muzeme jednoduse zjistit, feSeni je pak soucet prvkil jednotlivych mnozin.




Kombinatorické pravidlo soucinu

Pocet uspotadanych k-tic, jejichz prvni ¢len Ize vybrat n; zptisoby a kazdy dalsi 1ze po
vybéru vsech piedchazejicich vybrat postupné n,, ns,.....ng zptisoby, je roven
n,-n,-n; ... ‘n,

Toto pravidlo si vysvétlime rovnou na ptikladu, to se prosté musi videét.

( prevzato z : http://carolina.mff.cuni.cz/~jana/kombinatorika/ ,

stranky doporucuji jsou vyborné.)

U stanku nabizeji ¢tyFi druhy zmrzliny a tfi polevy. Kolik riznych zmrzlin
s polevou lze vytvofrit, jestliZe nechceme michat vice druht ani vice polev?

Nasledujici diagram zobrazuje v§echny moznosti:

/ ¢okoladova poleva

vanilkovd =~ =3 ofiSkova poleva

\3 ovocna poleva

/ ¢okoladova poleva

jahodova == ofiSkova poleva

\ ovocna poleva
/ cokoladova poleva

merunkova -3 ofiskova poleva

\, ovocnd poleva
/ cokoladova poleva

citrbnova = ———3 ofiskova poleva

\3 ovocna poleva

Ke kazdému ze ¢tyt druhlt zmrzliny mizeme ptidat jednu ze tii polev, celkem je proto
mozné vytvofit 4 - 3 = 12 riznych zmrzlin s polevou.




Kolik trojcifernych pfirozenych ¢isel 1ze vytvorit z ¢islic 0,1,2,3?
Kolik z nich je délitelné deseti? Kolik z nich je délitelnych dvéma?

Kolik trojcifernych prirozenych cisel 1ze vytvorit z Cislic
0,1,2,3?

Aby ¢islo bylo trojciferné, nesmi zacinat nulou. Proto vybér ¢isel vypada takto:

(grafické znazornéni na nasledujici stran¢)
3.3 . 2=18 8 !

Kolik z nich je délitelné deseti?
Aby c¢islo bylo délitelné 10-ti, musi koncit nulou. Vybér proto vypada takto.

3 - 2 - 1=6

Kolik z nich je délitelnych dvéma?
Aby cislo bylo délitelné dvéma, musi koncit nulou nebo dvojkou. Zde pouzijeme obé
pravidla kombinatoriky. Postup je nasledujici:

[ ] [ ] [ ]

Afeeennnn. mnozina vSech ¢isel konéicich nulou 3 ) 126 p1=6
[ ) [} [ ]

Agervnnn.n. mnozina vSech ¢isel koncicich dvojkou S T p=4

Celkovy pocet cisel délitelnych dvéma je 6 + 4 = 10.
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VARIACE v (kn)

(Variace k-té tfidy z n prvka
nebo k-Clenna variace z n prvki)

Definice: Usporadana k-tice z n prvki sestavena tak, Ze kazdy z nich se
v k-tici vyskytuje pouze jednou.

»Usporadana® znamena, Ze zaleZi na poradi prvku v k-tici. Napfr.
telefonni ¢islo je usporadana k-tice, neni totiz jedno, zda volam 155
nebo 515. Jsou to dvé rizné trojice.

Vypocéet: pomoci zékladnich pravidel kombinatoriky
nebo
pomoci vzorecku, ktery ze zédkladnich pravidel kombinatoriky vychdzi
Vk,ny=n(n-1)(n-2).....(n—k +1)
nebo
pomoci tohoto vzorecku
V(k,n)= n'

(n—k)!

PERMUTACE rn

(Permutace z n prvki)

Definice: Usporadana n-tice z n prvki sestavena tak, Ze kazdy z nich se
v n-tici vyskytuje pouze jednou.

»Usporadana® znamena, Ze zaleZi na poradi prvki v k-tici. NapfF.
telefonni ¢islo je usporadana k-tice, neni totiZ jedno, zda volam 155
nebo 515.

Vypocéet: pomoci zékladnich pravidel kombinatoriky
nebo
pomoci vzorecku, ktery ze zédkladnich pravidel kombinatoriky vychazi
P(n)=n!

Pouzité symboly: n! ¢teme n faktorial
N'=1e2e3e4. .. on



KOMBINACE « (k.n)

(Kombinace k-té tfidy z n prvkl nebo k-Clenna kombinace z n prvki)

Definice: Neusporadana k-tice z n prvkil sestavena tak, ze kazdy z nich
se v k-tici vyskytuje pouze jednou.

sNeusporadana“ znamena, Ze nezalezi na poradi prvkua v k-tici.

Napf. je jedno zda ve Sportce budou vylosovana ¢isla 1,2,3,4,5,6 nebo
6,5,4,3,2,1.

Vypocet: pomoci vzorecku

nékdy s pomoci zékladnich pravidel kombinatoriky.

ny . VR
[k] je kombinacni ¢islo, ¢teme n nad k



Ukazky vypo¢tii:

Kolik prirozenych trojcifernych ¢isel 1ze sestavit z Cislic 0 az 9,

jestlize se kazda Cislice vyskytuje v Cisle pravé jednou?

Reseni:
Jedna se o variaci, tvofime trojice z deseti Cislic.

Pocitat mizeme podle vzorcli nebo pomoci pravidel kombinatoriky.
! ! 1 91 718.9. 18-
v V. - 10! 9! 10! 9! 7!8.9-10 7:8-9

610 7ECO T (0-3)1 (9-2)1 71 7t 7! 7!

Nelze vypocitat pomoci jednoho vzorce, je nutno pouZit rozdilu V(

=648

-V

3,10)  Y(2,9)°

pocet vSech trojic, které 1ze z Cislic 0-9 vytvorit.

10- 9 - 8=720

Do feseni vSak nelze zapocitat trojice za¢inajici nulou ( nejsou to trojciferna Cisla ).
Proto je nutno od V(3,10) odecist V(zﬁg) ............... coz je pocet vSech trojcifernych

cisel zaCinajicich nulou.

0

1 -9 - 8=72

720 —-72 = 648

Jednodussi je zde vypocet pomoci ,je kratsia asii
pochopitelné&;jsi

9 -9 . 8=648

Prvni ¢islici mizeme volit deviti zptsoby.....¢Cislic je k dispozici 10, nulu volit nelze.
Druhou ¢islici Ize volit také deviti zptsoby...jedna jiz je na prvnim mist¢, nula se do
vybéru vraci.

Treti Cislici miZeme volit osmi zpasoby...... dvé jsou jiz vybrané na predchozich
mistech.

Podle pravidla souc¢inu tyto hodnoty mezi sebou vynasobime a dostaneme vysledek.



Kolika zpiisoby lze sefadit 10 knih na polici?

ResSeni:
Jedna se o permutaci, tvofime desetice z deseti Cislic.
Pocitat miizeme podle vzorcli nebo pomoci pravidel kombinatoriky. Je to v podstate

stejné.

P(1 0 = 10! Toto lze povazovat za vysledek, zajima-1i Vs kolik to tak asi je,

pouzijte k vypoctu kalkulacku.
Pro zajimavost 10! =3 628 800

Vypocet pomoci

- 9- 8 -7 .- 6 - 5 - 4 - 3 . 2 - 1=10!

A jsme zpatky u vzorce.



Kolik moZnosti je u tahu Sportky? Taha se 6 Cisel ze 49.

Reseni:
Jedna se o kombinaci, tvofime Sestice ze ¢tyFiceti deviti Cislic. Nezalezi na poradi
tazenych Cisel, proto volime kombinaci.

Zde doporucuji vypocet pouze podle vzorci.

n ! 49 ! LA4.45.46.47 . 4%.
K (6,49)= __ _ 49! 43144-45-46-47-48-49 _
k) kt(n-k) (6 ) 6431 643!
 44.45.46-47-48-49
1.2-3-4.5.6

=11-3-23-47-8-49=13 983 816

Coz je docela dost, takZe radéji nesazejte.

Pro zvidavé ukédzka vypoctu podle pravidel kombinatoriky:
Ukazka vypoctu pomoci pravidel kombinatoriky:

49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44=1,0068347-10"

Toto Cislo je vSak daleko vétsi nez vysledek, protoze kazda Sestice je v ném obsazena
720x. Pro¢? Protoze kombinatoricka pravidla ndm vypocitaji pocet usporadanych
k-tic. Zde mame Sestice, proto kazda Sestice je zde 6! krat.

Po vydéleni 720 dostavame spravny vysledek.
1,0068347-10"
720

=13 983 816

Jesté jednou: pro€ je tam kazda Sestice 720x?

Jsou-li tazena ¢isla 1 2 3 4 5 6, mohou byt opravdu tazena 720-ti zptisoby. Zde jsou
pro ukazku dva z nich:

1 23 456

2 13456
Jestli stale nékdo nevéri, ze jich je 720, vypiste si je vSechny.

Pocet moznych Sestic jsme urcili pomoci permutace P=6!=720, protoZe se
ptame: kolika zplisoby mtizeme tahat Sest Cisel neboli kolika zplsoby miizeme
sefadit Sest Cisel ?



