Funkce, vlastnosti funkci

Co je to funkce?

Funkce je ptedpis, ktery kazdému ¢islu x z mnoziny M pfifadi pravé jedno y z mnoziny N.
Funkce se da také definovat jako zobrazeni. Funkci obvykle zapisujeme ve tvaru [IEIG Ci
ji miizeme vyjadiit explicitné [l kde proménna x je argument funkce.

Defini¢ni obor a obor hodnot

U kazdé funkce musime také urcit jeji definiéni obor (znacime D(f)), coZ je mnoZina vSech
piipustnych hodnot argumentu x, tedy vSechny hodnoty, kterych mize proménné x nabyvat.
Jednoduchy piiklad: f:y = x zde je defini¢ni obor roven celé mnozing realnych Cisel D(f) = R.
Jiny ptiklad: /7y = I /x v tomto piipadé je defini¢ni obor mnoZina realnych ¢isel, ale tentokrat
bez nuly, protoze nemuzete délit nulou, vyraz by poté nedaval smysl D(f) = R — {0}.

Obor hodnot (zna¢ime H(f)) je poté analogicky mnozina vSech pfipustnych y, tedy mnoziny
vSech prvkl, kam mutze ukazovat funkce f. Opét jednoduchy piiklad: méjme funkci fiy = x.
Zde je oborem hodnot mnozina R, protoze y muze dosahovat libovolné hodnoty z této
mnoziny. Vezméme si ovSem dal$i funkci f:y = |x| (absolutni hodnota). Tady jiz bude obor
hodnot roven intervalu <0, +), protoze se nikdy nemize stat, Ze by se y rovnalo napiiklad
minus péti, protoZe to z definice absolutni neni mozné.

Monotonnost funkce

Monoténnost funkce je vlastnost, kterd urcuje, zda je funkce na daném intervalu rostouci,
klesajici, nerostouci, neklesajici anebo konstantni. Nejlépe jde tato vlastnost vycist z grafu.
Funkce je rostouct, pokud i~ N (tedy je-li prvni ¢islo vétsi nez druhé, musi
byt 1 funkéni hodnota prvniho c¢isla vEétSi nez druhého). Naopak je klesajici, jestlize
- (ic-li prvni cislo vétsi nez druhé, musi byt funkéni hodnota prvniho
mensi nez druhého).

34
2T a1
‘I..
14+
L
g U
2 A1
Funkce

rostouci na celém svém definiénim oboru — pfirozeny

logaritmus

Funkce
klesajici na intervalu nula aZ it - kotangens



Konstantni funkce se definuje zcela jednoduse: K- N Funkce neklesajici a
nerostouci se definuji podobné jako klesajici a rostouci - funkce je neklesajici, pokud je na
daném intervalu rostouci anebo Konstantni, coz dava definici [i= HpEaag 2 obdobné
pro nerostouci: K=

Funkce suda a licha

Nékteré funkce mohou byt za jistych podminek sudé anebo liché. Nejjednodussi je znat graf
funkce, tam to lze poznat nejrychleji. Funkce suda je totiz soumérna podle osy y, kdezto
funkce licha je souméma podle pocatku. Piiklad sudé funkce mize byt y =x’ a liché
prakticky nejjednodussi funkce y = x.

licha funkce

suda funkce soumérnd podle pocatku — linearni funkce
soumérna podle osy y - kvadraticka funkce

Matematicky se pak tyto vlastnosti zapisi takto: suda funkce _ (funkce je suda,
jestlize funkéni hodnota v x se rovna funkéni hodnoté v —x). Licha funkce:

(funkce je licha, jestlize se funkéni hodnota v —x rovna minus funk¢ni hodnoté€ v x). x vzdy
vybirdme z defini¢niho oboru.

Funkce prosta

Prosta funkce je takovéa funkce, pro kterou plati [{ENEIGEN=RIERE. Pokud ma byt funkce
prosta, kazdému x musi byt pfifazeno jedinecné y, nemiZe se stat, ze by pro dvé rizna x byla
stejnd funk¢ni hodnota. Neboli - jak tikd ptfedchozi definice - pokud se rovnaji funkc¢ni
hodnoty, musi se rovnat i jejich argumenty. Graficky se to da poznat jako vzdycky zcela
jednoduse. Pokud polozite grafem piimku rovnobéznou s osou x, musi protinat graf
maximalné v jednom bodé¢. Piikladem prosté funkce je naptiklad linedrni funkce y = 3x. At
vezmete jakoukoliv ptimku, vzdy protne graf pravé v jednom bod¢. Opakem je tieba funkce
sinus, jejiz graf tvoifi jakési vinky, takZe pokud polozZite pfimku rovnob&Znou s osou x
protinajici osu y v bodé 0,5, naleznete nekone¢né¢ mnoho pruseciki s grafem, tudiz to neni
funkce prosta.
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Funkce omezena

Funkce mohou byt omezené a to shora omezené, zdola omezené anebo jak shora, tak zdola -
takové funkci prosté fikdme funkce omezena. Funkce f je shora omezend, pokud nalezneme
takové &islo A, pro které plati - pro viechna x z defini¢niho oboru [IiEJIEE. Pokud je tedy
funkce shora omezena, musime najit Cislo, které bude vétsi nez vSechny mozné vysledky
funkce, tedy vétsi nez jakykoliv prvek z oboru hodnot. Na grafu si to miiZete piedstavit takto -
pokud najdete vodorovnou piimku a vSechny body grafu se nachédzeji pod touto ptimkou, je
funkce shora omezena.
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graf funkce omezené shora - Na tomto
je graf exponencidlni funkce - Jak je vidét, funkce je to shora omezend, nebot’ jsme
schopni nalézt vodorovnou piimku (to je ta hnéda cara), ktera bude nad grafem - cely graf se
nachazi pod touto piimkou. Pov§imnéte si prosim, Ze neni nutné, aby nalezena piimka byla
jakousi ,,nejbliz§i ptimkou®, staci prosté nalézt ptimku jakkoliv vzdalenou od grafu, jez
spliiuje zadané podminky.
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graf funkce omezené zdola - kvadratickéd funkce. Funkce zdola
omezena se definuje velice podobné - musime najit takové ¢islo 4, pro které plati - pro
viechna x z defini¢niho oboru JEJIEM. Je to ten samy piipad jako u shora omezené funkce,
jen hledate takové Cislo, pro které plati, ze vSechny funk¢ni hodnoty budou vétsi, ne mensi. V
grafu poté hledate pifimku, kterd bude zcela pod grafem. Na tomto obrdzku vidite graf funkce
x°, ktera je zdola omezena, nebot’ jsme schopni nalézt ono &islo 4 (zde znazornéno primkou
y = —2), které bude mensi nez vSechny funkéni hodnoty grafu.

Pokud je funkce omezena shora i zdola, jedna se o funkci omezenou. Jako hezky piiklad
muze poslouZit periodické funkce sinus:
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Minimum a maximum

Funkce mliZe mit na n¢jakém intervalu z defini€niho oboru lokalni extrém, tedy bud’ lokalni
minimum nebo lokélni maximum. Pokud za doty¢ny interval budeme pocitat pfimo defini¢ni
obor a nalezneme zde extrém, nejedna se jiz o lokdlni maximum ¢i minimum, ale 0 maximum
a minimum celé funkce. Pokud mé byt M lokdlni minimum, musime byt schopni nalézt
takovy interval (a, b), pro ktery plati, ze pro vSechny x z intervalu (a, b) plati, Ze f(x) > f(M).
Pro maximum N se pouze vyméni znaménko - f{x) < f(N).

Na grafu asi maximum a minimum funkce najdete docela snadno, podivate se prosté, kde je
funkce nejnize ¢i nejvySe. Funkce ovSem samoziejmé nemusi mit ani minimum ani
maximum, ¢i midZe mit pouze minimum anebo pouze maximum, stejné¢ tak mize funkce mit
pouze lokélni extrémy, ale na celém definicnim oboru nemit zadny extrém. Jesté je docela
dilezité upozornit na to, Ze extrémy se nepocitaji na y-ové ose, ale na x-ové, tedy nalezneme-

li soufadnice nejvysSiho bodu funkce na daném intervalu, maximum je x-ova soufadnice
tohoto bude, ne y-ova.



